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あらまし 自動運転システム等の開発のため，GPSにより
獲得できる位置情報の更なる高精度化が期待されている．

従来，高精度な位置情報は，複数の受信機で受信された

GPS信号の搬送波位相値の二重差分である，二重位相差
を基に，「3次元位置情報と不確定整数値が混合した困難
な最適化問題」のヒューリスティックな近似解法に頼って

測定されていた．ところが，この測位法は，不確定整数値

の変動の影響を受けやすく，深刻な測位誤差を生む要因

となっている．本研究では，二重位相差の隣接時刻間に

おける差分として定義される，三重位相差を用いること

で，不確定整数値特定問題を回避すると共に，Huber損失
関数による評価基準を採用することで，不確定整数値の

変動に対してロバストな測位法を提案する．

1 はじめに

位置情報を利用した技術の研究開発が盛んな昨今，GPS
(Global Positioning System)測位 [1]–[3]の更なる高精度化
に対する期待が高まっている．例えば，GPSを利用した，
自動運転車 [4], [5]や土砂災害検知システム [6]の開発は，
GPSの測位精度が低い場合，極めて重大な事故に繋がる
危険性を孕んでいる．また，GPSから収集されたデータに
よる，交通渋滞の傾向分析 [7]や個人の生活の記録・解析
[8]の際にも，より高精度な位置情報が求められている．

本研究では，GPS信号の搬送波位相による測位システム
の高精度化について検討する．このシステムでは，搬送波

位相と共に GPS信号に含まれる衛星の軌道情報のデータ
が活用され，受信機は自らの位置を時々刻々と推定する．

高精度測位には，複数の受信機が協調して，衛星や受信

機の時計誤差等の影響を抑圧する相対測位が適している

ことが知られている [1]．相対測位では，複数の受信機で
受信された，同一組からなる衛星の搬送波位相値の二重

差分 (二重位相差とよぶ)を用いる方法が代表的であるが，
この測位法では，二重位相差に含まれる，不確定な 2πの

整数倍 (不確定整数値とよぶ)を特定する必要があるため，
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測位精度は整数制約付き最適化問題の近似解法 [9], [10]の
性能に大きく左右される．不確定整数値が時刻に依らず

一定の場合には，隣接時刻間での二重位相差の差分 (三重
位相差とよぶ)を用いることで，不確定整数値特定問題の
回避が可能なため，三重位相差に関するデータ整合性を

二乗誤差によって評価し，最小化する方法も検討されて

きた [11]．しかしながら，従来の二重位相差や三重位相差
を用いた GPS測位 (本稿では，それぞれ，二重位相差型
GPS，三重位相差型GPSとよぶ)は，不確定整数値が時刻
に依って変動している (サイクルスリップとよぶ)場合に，
測位精度が急激に劣化してしまう問題を抱えていた．

本研究では，サイクルスリップにロバストな三重位相差

型GPSの新手法を提案する．提案法は，三重位相差が内包
する，サイクルスリップ起因の誤差がインパルス性雑音

と見なせることに着目し，この影響にロバストな測位を

実現している．具体的には，三重位相差に関するデータ

整合性をHuber損失関数 [12]によって評価し，これを最小
にする位置を推定値として採用する方針に基づいている．

ただし，この評価関数は高い非線形性を持つため，部分的

な線形近似によって簡略化された凸最適化問題を繰り返し

解く近似アルゴリズムを提案している．実際に数値実験

において，提案法により，特にサイクルスリップ発生時の

測位精度が著しく改善されることを確認している．

2 搬送波位相による GPS測位原理

2.1 数学的準備

R, R+, Z, Z+をそれぞれ，実数全体，非負の実数全体，

整数全体，非負の整数全体の集合とする．太字はベクトル

または行列を表し，ベクトルx := (x1, x2, . . . , xn)
T ∈ Rn

のノルムを ∥x∥ :=
√∑n

i=1 x
2
i と定義する．実数 x ∈ R

を四捨五入して得られる整数を JxK ∈ Zで表す．
以下では，衛星や受信機の 3次元位置 (x, y, z)T ∈ R3

は地球中心・地球固定座標系 (Earth-Centered Earth-Fixed
(ECEF) coordinate system)で表現されているものとする．
地球中心・地球固定座標系は，原点を地球の重心にとり，



x軸の正方向を原点から赤道と本初子午線の交点方向に，

y軸の正方向を原点から赤道と東経 90度線の交点方向に，
z軸の正方向を原点から北極点方向にとる，地球の自転と

共に回転する直交座標系である．また，GPS分野における
慣例に倣い，衛星に関するインデックスを記号の右上に，

受信機に関するインデックスを記号の右下に付す．

2.2 搬送波位相に関する観測方程式

時刻 tにおいて，位置 uA(t) := (xA(t), yA(t), zA(t))
T

にある受信機 Aが，位置 ui(t) := (xi(t), yi(t), zi(t))T の

衛星 iから送信されたGPS信号を受信する状況を考える．
受信機Aの観測によって得られた搬送波位相値Φi

A(t) ∈ R
(以下，搬送波位相の単位は [cycle] := [radian/2π]とする)
と衛星 i・受信機 A間の距離 ρiA(t) := ∥uA(t)− ui(t)∥ =√

(xA(t)− xi(t))2 +(yA(t)− yi(t))2 +(zA(t)− zi(t))2と

の間には

λ
(
Φi

A(t)+N i
A(t)

)
= ρiA(t)+ c(δA− δi)− IiA+T i

A+ ϵiA(t)

(1)
が成立する．ただし，λ ∈ R+は搬送波の波長，N i

A(t) ∈ Z+

は搬送波位相における不確定整数値，c ∈ R+ は光速度，

δA, δ
i ∈ Rはそれぞれ，受信機A，衛星 iの内部時計誤差，

IiA, T
i
A ∈ R+はそれぞれ，電離層，対流圏に起因する誤差，

ϵiA(t) ∈ Rはその他の観測雑音である [1]．
搬送波位相値 Φi

A(t)は，観測開始時刻 t = 0において，

Φi
A(0) ∈ [0, 1)と観測されるが，以降の時刻においては，

GPS信号を追尾し，位相変動量を逐次足し合わせることで，

Φi
A(t+ 1) := Φi

A(t) + ∆Φi
A(t, t+ 1) (2)

のように観測される [1]．ただし，∆Φi
A(t, t+1)∈Rは時刻

[t, t+ 1]間に受信機が追尾した位相変動量である．

本稿では，観測雑音 ϵiA(t)が常に ϵiA(t) ∈ (−λ
2 ,

λ
2 ]である

と想定する．このとき，式 (1)の不確定整数値N i
A(t)は

N i
A(t) =

s
ρiA(t) + c(δA − δi)− IiA + T i

A

λ
− Φi

A(t)

{
(3)

を満たす．式 (1), (2), (3)から，時刻 [t, t+ 1]間における

位相変動量の追尾値∆Φi
A(t, t+ 1)が

−1

2
< ∆Φi

A(t, t+1)− ρiA(t+1)−ρiA(t)− ϵiA(t)

λ
≤ 1

2
(4)

を満たすとき，

N i
A(t+ 1) = N i

A(t) (5)

が成立し，時刻 tと時刻 t+1の不確定整数値は一致する．

しかしながら，時刻 [t, t+1]間に，障害物により衛星から

の GPS信号が一時遮断される場合や，マルチパスの影響
が大きい場所を受信機が通過する場合には，位相変動量

の追尾に失敗するため，式 (4)及び式 (5)は成立しない．
この現象はサイクルスリップとよばれる [1]．

2.3 二重位相差型 GPS

式 (1)には様々な観測誤差 δA, δi, IiA, T i
Aが含まれるが，

受信機Aが観測する搬送波位相Φi
A(t)のみから測位を行う

単独測位では，δiを無視し，IiAと T i
Aを大気モデルにより

計算された値に置き換え，式 (1)から位置uA(t)を推定する．

一方，uA(t)に近い，既知の位置 uB := (xB , yB , zB)
T に

設置された受信機Bが観測する搬送波位相 Φi
B(t)を併用

して測位を行う相対測位では，受信機 A, B が観測した
搬送波位相 Φi

A(t), Φ
i
B(t)の差分 (一重位相差とよぶ)

λΦi
A,B(t) := λ

(
Φi

B(t)− Φi
A(t)

)
= ρiA,B(t)− λN i

A,B(t) + cδA,B + ϵiA,B(t) (6)

を計算することで，先ず誤差 δi, IiA, T i
Aを観測方程式から

消去する．ただし，ρiA,B(t) := ρiB(t)−ρiA(t), N
i
A,B(t) :=

N i
B(t)−N i

A(t), δA,B := δB − δA, ϵiA,B(t) := ϵiB(t)− ϵiA(t)

であり，受信機 A, B間の距離 ∥uB − uA(t)∥が短いため
(約 10 [km]以下), IiA = IiB , T i

A = T i
B が仮定できる [13]．

さらに，衛星 i, jに関する一重位相差Φi
A,B(t), Φ

j
A,B(t)の

差分 (二重位相差とよぶ)

Ψi,j
A,B(t) := λΦi,j

A,B(t) := λ
(
Φj

A,B(t)− Φi
A,B(t)

)
= ρi,jA,B(t)− λN i,j

A,B(t) + ϵi,jA,B(t) (7)

を計算することで，式 (6)に残っている誤差 δA,B を消去

する．ただし，ρi,jA,B(t) := ρjA,B(t)− ρiA,B(t), N
i,j
A,B(t) :=

N j
A,B(t)−N i

A,B(t), ϵ
i,j
A,B(t) := ϵjA,B(t)− ϵiA,B(t)である．

この方式では，誤差 δA, δi, IiA, T i
Aが消去された式 (7)から

位置 uA(t)を推定するため，単独測位に比べ，相対測位

は高精度な測位が可能となる．

従来の二重位相差型 GPS では，それぞれの衛星 i =

1, 2, . . . , sと受信機A, Bに関して，全ての時刻間 [t, t+1]

(t = 0, 1, . . . , k−1)でサイクルスリップが発生せず，その
結果 i = 2, 3, . . . , sで，

N1,i
A,B(0) = N1,i

A,B(1) = · · · = N1,i
A,B(k) =: N1,i

A,B ∈ Z (8)

が成立していることを想定している．このとき，各時刻

において，独立な観測方程式 (7)の数は s− 1個であるが，

未知数の数は 3対の実数uA(t) = (xA(t), yA(t), zA(t))
T と

s−1対の整数N := (N1,2
A,B , N

1,3
A,B , · · · , N

1,s
A,B)

T ∈ Zs−1の

計 s+2個であるため，これらを各時刻の二重位相差のみ

から特定することは不可能である．したがって，時刻 t =

0, 1, . . . , k ≥ 3
s−4 (ただし，s ≥ 5)1の全ての二重位相差を

使用し，最適化問題

minimize
(UA,N)∈R3(k+1)×Zs−1

k∑
t=0

s∑
i=2

∣∣Ψ1,i
A,B(t)−ρ1,iA,B(t)+λN1,i

A,B

∣∣2
(9)

1このとき，独立な観測方程式の数 (k + 1)(s − 1) が未知数の数
3(k + 1) + s− 1 以上になるため，未知数を推定できる．



に基づき，UA := (uT
A(0),u

T
A(1), · · · ,uT

A(k))
T ∈ R3(k+1)

とN を推定する．ここで，衛星 i (i = 1, 2, . . . , s)の位置
ui(t)はGPS信号に含まれる衛星の軌道情報から獲得され，
また，受信機Bの位置は既知点uBに固定されているため，

ρ1,iA,B(t) = ρiB(t)−ρiA(t)−ρ1B(t)+ρ1A(t) = ∥uB−ui(t)∥−
∥uA(t) − ui(t)∥ − ∥uB − u1(t)∥ + ∥uA(t) − u1(t)∥ は
uA(t)を変数とする非線形関数になることに注意されたい．

一旦N が定まり，時刻 t = k+1以降もサイクルスリップ

が発生しない場合には，各時刻の未知数は3対の実数uA(t)

になるため，各時刻の二重位相差のみから推定可能となる．

文献 [9]では，上記の二重位相差型 GPSの方針を以下
のように実現している．

1. 式 (9)において，N を実数値ベクトルと見なして，

以下の最小解 (ŨA, Ñ) ∈ R3(k+1)×Rs−1を求める．

k∑
t=0

s∑
i=2

∣∣Ψ1,i
A,B(t)− ρ1,iA,B(t) + λN1,i

A,B

∣∣2.

(ŨA, Ñ)は FLOAT解とよばれる．

2. LAMBDA 法 [9] 等により，Ñ を整数値ベクトル

N̂ := (N̂1,2
A,B , N̂

1,3
A,B , . . . , N̂

1,s
A,B)

T ∈Zs−1に修正する．

3. 式 (9)において，Nを N̂に置き換え，t = 0, 1, . . . , k

に対し，以下の最小解 ûA(t) ∈ R3 を求める．

s∑
i=2

∣∣Ψ1,i
A,B(t)− ρ1,iA,B(t) + λN̂1,i

A,B

∣∣2. (10)

(ÛA, N̂) := ((ûT
A(0), û

T
A(1), . . . , û

T
A(k))

T , N̂) は

FIX解とよばれ，最終的な推定値として用いられる．

4. 以降は，各時刻 t≥ k+1において，式 (10)の最小解
ûA(t) ∈ R3 を求め，推定値として用いる．

2.4 従来の三重位相差型 GPS

二重位相差型GPSでは，式 (9)の整数実数混合型最適化
問題を解くことが要請されているため，厳密解を求める

実用的な解法は未だ確立されていない (例えば，[9], [10]
等のヒューリスティックな整数探索が必要となっている)．
整数制約の困難さを回避するために，三重位相差

∆Ψi,j
A,B(t, t+ 1) := λ

(
Φi,j

A,B(t+ 1)−Φi,j
A,B(t)

)
= ∆ρi,jA,B(t, t+ 1)− λ∆N i,j

A,B(t, t+ 1) +∆ϵi,jA,B(t, t+ 1)
(11)

の利用が考えられる [11]．ただし，∆ρi,jA,B(t, t + 1) :=

ρi,jA,B(t+ 1)− ρi,jA,B(t), ∆N i,j
A,B(t, t+ 1) := N i,j

A,B(t+ 1)−
N i,j

A,B(t), ∆ϵi,jA,B(t, t+1) := ϵi,jA,B(t+1)− ϵi,jA,B(t)である．

実際に条件 (8)の下では，

∆Ψi,j
A,B(t, t+1) = ∆ρi,jA,B(t, t+1)+∆ϵi,jA,B(t, t+1) (12)

が成立し，最適化問題

minimize
UA∈R3(k+1)

k−1∑
t=0

s∑
i=2

∣∣∆Ψ1,i
A,B(t, t+ 1)−∆ρ1,iA,B(t, t+ 1)

∣∣2
(13)

を解くことによりUAの推定が実現される．しかしながら，

式 (12)は，条件 (8)の内N1,i
A,B ∈ Zが必ずしも反映されて

いないため，二重位相差型 GPSに比べ測位精度の向上が
見込めないとされている [11] (4節の表 1, 2参照)．ただし，
サイクルスリップ発生時には，式 (9)に基づく二重位相差型
GPSに比べ，僅かではあるがロバストな測位が実現される
[11] (4節の表 1, 2参照)．

3 サイクルスリップにロバストな三重位相差型 GPS

3.1 Huber損失関数を用いた三重位相差型 GPS

本研究では，サイクルスリップの発生は稀であるため，

ほとんどの時刻間で∆N i,j
A,B(t, t+1) = 0が成立している

ことに着目し，式 (11)の λ∆N i,j
A,B(t, t+ 1)をインパルス

性雑音として扱う．この観点で見ると，式 (13)の最小化
基準は，大きなインパルス性雑音 |λ∆N i,j

A,B(t, t+1)| ≥ λ

を小さな観測雑音∆ϵi,jA,B(t, t+ 1)と同等に評価している

ため，ロバスト性が損なわれてしまうことが想像できる．

そこで，大きな外れ値に対してロバストな最小化基準で

ある，Huber損失関数 (Huber loss function) [12]:

Hµ(τ) :=


τ2

2µ
if τ ∈ [−µ, µ]

|τ | − µ

2
if τ /∈ [−µ, µ]

(ただし，µ ∈ R+)を導入した最適化問題

minimize
UA∈R3(k+1)

k−1∑
t=0

s∑
i=2

Hµ

(
∆Ψ1,i

A,B(t, t+1)−∆ρ1,iA,B(t, t+1)
)

(14)
を測位の基本方針にすることを提案する．

式 (14)に基づく提案法は，時刻 t = 0, 1, . . . , k間の全て

の三重位相差からUAを推定する初期化処理 (ステップ 1)
と，時刻 t ≥ k+1と t−1間の三重位相差のみから uA(t)

を推定する逐次処理 (ステップ 2)に分けられる．

1. 以下の最小解 U∗
A ∈ R3(k+1) を求める (3.2節参照)．

k−1∑
t=0

s∑
i=2

Hµ

(
∆Ψ1,i

A,B(t, t+1)−∆ρ1,iA,B(t, t+1)
)
. (15)

U∗
A := (u∗T

A (0),u∗T
A (1), . . . ,u∗T

A (k))T は推定値と

して用いられる．

2. 以降は，各時刻 t ≥ k + 1において，以下の最小解

ûA(t)∈R3を求め (3.3節参照)，推定値として用いる．
s∑

i=2

Hµ

(
∆Ψ1,i

A,B(t− 1, t)−∆ρ1,iA,B(t− 1, t)
)
. (16)



3.2 式 (15)の最小化

式 (15)の ∆ρ1,iA,B(t, t + 1) = ρ1,iA,B(t + 1) − ρ1,iA,B(t)は

uA(t)と uA(t + 1)を変数とする非線形関数であるため，

∆ρ1,iA,B(t, t+1)の線形近似によって得られる凸最適化問題

を繰り返し解き，U∗
A = (u∗T

A (0),u∗T
A (1), . . . ,u∗T

A (k))T

を近似計算する．具体的には，u∗
A(t)の n回目 (n ∈ Z+)

の推定値を uA,n(t) := (xA,n(t), yA,n(t), zA,n(t))
T (t =

0, 1, . . . , k)として，非線形関数∆ρ1,iA,B(t, t+1)をUA,n :=

(uT
A,n(0),u

T
A,n(1), . . . ,u

T
A,n(k))

T の周りの Taylor展開に
よって線形近似すると，凸最適化問題

Find V ∗
n ∈ argmin

Vn∈R3(k+1)

Gµ(Ωn −LnVn) (17)

に帰着できる．ただし，Vn := UA−UA,n ∈ R3(k+1)とし，

Ωn ∈ Rk(s−1) と Ln ∈ Rk(s−1)×3(k+1) は式 (18)のように
定義され，Gµ : Rk(s−1) → R+ : (τ1, τ2, . . . , τk(s−1))

T 7→∑k(s−1)
i=1 Hµ(τi)である．式 (17)の最小解 V ∗

n は，例えば，

交互方向乗数法 (Alternating Direction Method of Multipli-
ers (ADMM)) [14]等により計算できる (付録 A参照)．
V ∗
n が求まると，n+ 1回目の推定値は

UA,n+1 := UA,n + V ∗
n

となり，上記の過程を繰り返して得られる (UA,n)
∞
n=0 の

極限として，式 (15)の最小解 U∗
A を近似計算する．

3.3 式 (16)の最小化

式 (16)の関数∆ρ1,iA,B(t− 1, t)は，時刻 t− 1における

測位結果 u∗
A(t − 1) を代入すれば，uA(t) のみを変数と

する非線形関数である．したがって，∆ρ1,iA,B(t − 1, t)を

u∗
A(t)の n回目の推定値 uA,n(t)の周りの Taylor展開に
よって線形近似することで，凸最適化問題

Find v∗
n(t) ∈ argmin

vn(t)∈R3

gµ(ωn(t)− ln(t)vn(t)) (19)

に帰着させ，v∗
n(t) を計算する (付録 B 参照)．ただし，

vn(t) := uA(t) − uA,n(t) ∈ R3 とし，ωn(t) ∈ Rs−1

と ln(t) ∈ R(s−1)×3 は式 (20) のように定義され，gµ :

Rs−1 → R+ : (τ1, τ2, . . . , τs−1)
T 7→

∑s−1
i=1 Hµ(τi)である．

v∗
n(t)が求まると，n+ 1回目の推定値は

uA,n+1(t) = uA,n(t) + v∗
n(t)

となり，上記の過程を繰り返して得られる (uA,n(t))
∞
n=0

の極限として，式 (16)の最小解 u∗
A(t)を近似計算する．

4 数値実験

4.1 衛星・受信機・搬送波位相に関する設定

衛星位置 ui(t) は，JAXA (宇宙航空研究開発機構) に
よって公開されている GPS衛星の軌道情報の中で，最も

Ωn :=



∆Ψ1,2
A,B(0, 1)−∆ρ1,2B (0, 1) + ∆ρ1,2A,n(0, 1)

∆Ψ1,3
A,B(0, 1)−∆ρ1,3B (0, 1) + ∆ρ1,3A,n(0, 1)

...

∆Ψ1,s
A,B(0, 1)−∆ρ1,sB (0, 1) + ∆ρ1,sA,n(0, 1)

∆Ψ1,2
A,B(1, 2)−∆ρ1,2B (1, 2) + ∆ρ1,2A,n(1, 2)

∆Ψ1,3
A,B(1, 2)−∆ρ1,3B (1, 2) + ∆ρ1,3A,n(1, 2)

...

∆Ψ1,s
A,B(1, 2)−∆ρ1,sB (1, 2) + ∆ρ1,sA,n(1, 2)

...

∆Ψ1,2
A,B(k−1, k)−∆ρ1,2B (k−1, k) + ∆ρ1,2A,n(k−1, k)

∆Ψ1,3
A,B(k−1, k)−∆ρ1,3B (k−1, k) + ∆ρ1,3A,n(k−1, k)

...
∆Ψ1,s

A,B(k−1, k)−∆ρ1,sB (k−1, k) + ∆ρ1,sA,n(k−1, k)



, Ln :=



∇ρ1,2A,n(0) −∇ρ1,2A,n(1)

∇ρ1,3A,n(0) −∇ρ1,3A,n(1)

...
...

∇ρ1,sA,n(0) −∇ρ1,sA,n(1)

∇ρ1,2A,n(1) −∇ρ1,2A,n(2)

∇ρ1,3A,n(1) −∇ρ1,3A,n(2)

...
...

∇ρ1,sA,n(1) −∇ρ1,sA,n(2)

...
. . .

∇ρ1,2A,n(k−1) −∇ρ1,2A,n(k)

∇ρ1,3A,n(k−1) −∇ρ1,3A,n(k)

...
...

∇ρ1,sA,n(k−1) −∇ρ1,sA,n(k)



.

(18)
ただし，∆ρ1,iB (t, t + 1) := ρiB(t + 1) − ρ1B(t + 1) − ρiB(t) + ρ1B(t)，∆ρ1,iA,n(t, t + 1) := ∥uA,n(t + 1) − ui(t + 1)∥ −
∥uA,n(t+ 1)− u1(t+ 1)∥ − ∥uA,n(t)− ui(t)∥+ ∥uA,n(t)− u1(t)∥であり，∇ρ1,iA,n(t) ∈ R1×3 は以下である．

∇ρ1,iA,n(t) :=



∂ρiA(t)

∂xA(t)

(
uA,n(t)

)
−

∂ρ1A(t)

∂xA(t)

(
uA,n(t)

)
∂ρiA(t)

∂yA(t)

(
uA,n(t)

)
−

∂ρ1A(t)

∂yA(t)

(
uA,n(t)

)
∂ρiA(t)

∂zA(t)

(
uA,n(t)

)
−

∂ρ1A(t)

∂zA(t)

(
uA,n(t)

)



T

=



xA,n(t)− xi(t)

∥uA,n(t)− ui(t)∥
−

xA,n(t)− x1(t)

∥uA,n(t)− u1(t)∥

yA,n(t)− yi(t)

∥uA,n(t)− ui(t)∥
−

yA,n(t)− y1(t)

∥uA,n(t)− u1(t)∥

zA,n(t)− zi(t)

∥uA,n(t)− ui(t)∥
−

zA,n(t)− z1(t)

∥uA,n(t)− u1(t)∥



T

.



精度が高い最終暦 2 とよばれるデータを用いて算出した．

このデータには 5分毎の軌道情報しか記されていないため，

最初の位置を ui(0)，5分後の位置を ui(300)とし，t =

1, 2, . . . , 299における衛星位置は線形補間によって与えた．

また，測位に使用する衛星数は s = 6とした 3．

受信機Aの位置は，uA(0) := (3670, 3680, 3690)T ×103

として，以降は，区間 [−2, 2]の一様分布から生成された

αx(t), αy(t), αz(t) (t = 0, 1, . . . , 299)を用い，uA(t+1) :=

uA(t)+ (αx(t), αy(t), αz(t))
T のように定める．受信機B

の位置は uB := (3680, 3680, 3680)T × 103に固定される．

式 (1)の定数は，[1]を参考にして，それぞれ，λ = 0.19,
c = 3 × 108, δA = 0.01, δB = −0.01, δi = 1 × 10−9,
IiA = IiB = 10, T i

A = T i
B = 20 (i = 1, 2, . . . , s)とした．

受信機 Aが観測する搬送波位相値 Φi
A(t)の初期値は，

Φi
A(0) := [

ρi
A(0)+c(δA−δi)−Ii

A+T i
A+ϵiA(0)

λ ]mod 1 と定義する．

ただし，観測雑音 ϵiA(t)∈ (−λ
2 ,

λ
2 ]は平均 0，標準偏差 0.01λ

のガウス分布から生成された値 4とし，[ · ]mod 1 : R→ [0, 1)

は引数を 1で割った際の余りを返す関数である．以降は，

時刻 [t, t+1]間の位相変動量の追尾値を∆Φi
A(t, t+1) :=

ρi
A(t+1)−ρi

A(t)−ϵiA(t)
λ +

ϵiA(t+1)
λ +∆N i

A(t, t+1)とし，式 (2)
から Φi

A(t + 1) (t = 0, 1, . . . , 299) を計算する．ここで，
∆N i

A(t, t+1) := N i
A(t+1)−N i

A(t)は，サイクルスリップ

発生時に {±1,±2}のいずれかの値をランダムでとるもの
とし，サイクルスリップの発生確率は 0%, 5%, 10%の 3つ
のケースで実験を行った 5．受信機 B が観測する搬送波

位相値 Φi
B(t)も同様に算出されるが，受信機Bにおいて

は，サイクルスリップが発生しない状況を想定した．

4.2 実験結果

以下では，時刻 t = 0, 1, . . . , k := 100のすべての観測値

からUA = (uT
A(0),u

T
A(1), · · · ,uT

A(100))
T ∈ R303を推定

する初期化処理と，各時刻 t = 101, 102, . . . , 300の観測値

から uA(t) ∈ R3 を推定する逐次処理それぞれに対して，

サイクルスリップが無い場合と有る場合における従来法

と提案法の性能評価を行う．評価尺度には，位置uA(t)と
2URL: http://qz-vision.jaxa.jp/USE/ja/finalp
3インデックス i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 が，公開されている衛星番号 2, 3,

5, 6, 7, 8 に対応する．
4ϵiA(t) ̸∈ (−λ

2
, λ
2
] が生成された場合，再び ϵiA(t) を生成しなおす．

5発生確率が 5% の場合には，各時刻において，区間 [0, 1] の一様
分布から生成された乱数値が 0.05 以下ならば，いずれか 1 つの衛星
i ∈ {2, 3, . . . , s} にのみサイクルスリップが発生するとした．発生確率
10% に関しても同様である．

表 1: 初期化処理時における測位精度の比較．
サイクル 二重位相差型 GPS 三重位相差型 GPS
スリップ FLOAT解 FIX解 既存法 提案法

無し 0.0330 0.0083 0.1244 0.1251

有り (5%) 7.2754 7.2746 6.5904 0.8324

有り (10%) 10.3874 10.3891 9.2808 1.2614

表 2: 逐次処理時における測位精度の比較．
サイクル 二重位相差型 GPS 三重位相差型 GPS
スリップ FIX解 既存法 提案法

無し 0.0056 0.1322 0.1330

有り (5%) 7.0882 6.9189 0.9697

有り (10%) 10.0930 9.7573 1.4378

推定値 ūA(t)間の平均距離E[ 1
101

∑100
t=0∥uA(t)− ūA(t)∥],

E[ 1
200

∑300
t=101∥uA(t) − ūA(t)∥]を用いた．ここで，E[ · ]

は 1000回の試行における平均値を表す．

表 1は，初期化処理時における従来法 6と提案法 7，各々

の測位精度を示している．ここで，三重位相差型 GPSの
既存法は，式 (15), (16)のHµ(·)を | · |2に置き換えた場合
に相当する．実験結果から，サイクルスリップが発生せず，

式 (8)が成立する場合には，従来法・提案法いずれも高い
測位精度を示すことが確認できるが，特に二重位相差型

GPS では，整数値ベクトル N の特定に完全に成功して

いるため，FIX解による推定が優れた精度を示している．

サイクルスリップが発生する状況では，二重位相差型GPS
の測位精度は急激に劣化し，FLOAT解と FIX解の精度に
ほとんど差がなくなっている．従来の三重位相差型 GPS
は，二重位相差型 GPSの測位精度と比較し，多少の改善
が見られるものの，十分な測位精度は達成されていない．

一方，提案する三重位相差型GPSは,サイクルスリップが
発生する状況においても，高い測位精度が保たれており，

ロバストな測位が実現されていることが確認できる．

表 2は，逐次処理時における従来法と提案法，各々の
測位精度を示している．初期化処理同様，提案法により，

サイクルスリップに頑健な測位が実現されている．
6二重位相差型 GPSにおいて，Ñ ∈ Rs−1 から N̂ ∈ Zs−1 への修正

(2.3 節参照) は N̂1,i
A,B := JÑ1,i

A,BK (i = 2, 3, . . . , s) とした．
7提案法において，Huber損失関数のパラメータ (3.1節参照)は µ =

0.05λとし，ADMMのパラメータ (付録参照)は初期化処理時に κ = 0.5，
逐次処理時に κ = 0.05とした. 初期化処理時，逐次処理時の初期推定値を
それぞれUA,0 := (uT

B ,uT
B , . . . ,uT

B)T ∈ R303, uA,0(t) := u∗
A(t−1)

とし，ADMMの収束条件は ∥Vn,ι+1−Vn,ι∥, ∥vn,ι+1(t)−vn,ι(t)∥ <
10−8，アルゴリズム全体の収束条件は ∥V ∗

n ∥, ∥v∗
n(t)∥ < 10−5 とした．

ωn(t) :=


∆Ψ1,2

A,B(t−1, t)−∆ρ1,2B (t−1, t)− ρ1,2A,∗(t−1) + ρ1,2A,n(t)

∆Ψ1,3
A,B(t−1, t)−∆ρ1,3B (t−1, t)− ρ1,3A,∗(t−1) + ρ1,3A,n(t)

...
∆Ψ1,s

A,B(t−1, t)−∆ρ1,sB (t−1, t)− ρ1,sA,∗(t−1) + ρ1,sA,n(t)

, ln(t) :=


−∇ρ1,2A,n(t)

−∇ρ1,3A,n(t)

...
−∇ρ1,sA,n(t)

. (20)

ただし，ρ1,iA,∗(t−1) := ∥u∗
A(t−1)−ui(t−1)∥−∥u∗

A(t−1)−u1(t−1)∥，ρ1,iA,n(t) := ∥uA,n(t)−ui(t)∥−∥uA,n(t)−u1(t)∥．



5 おわりに

本研究では，搬送波位相におけるサイクルスリップに

ロバストな GPS 測位法を提案した．提案する測位法は，
三重位相差に含まれるサイクルスリップに起因する誤差を

インパルス性雑音と見なし，Huber損失関数によって評価
されたデータ整合性基準の最小解を測位結果として採用

している．数値実験により，提案する三重位相差型 GPS
は，サイクルスリップ発生時においても，従来不可能で

あった高精度測位を達成していることが確認された．

A 凸最適化問題 (17)の交互方向乗数法による解法

式 (17)の最小解 V ∗
n は，任意の Vn,0 ∈ R3(k+1), Γn,0 ∈

Rk(s−1), Ξn,0 ∈ Rk(s−1) から交互方向乗数法:
Vn,ι+1 = (LT

nLn)
−1LT

n (Γn,ι −Ξn,ι)

Γn,ι+1 = Pκ,Ωn
(LnVn,ι+1 +Ξn,ι)

Ξn,ι+1 = Ξn,ι +LnVn,ι+1 − Γn,ι+1

により得られる (Vn,ι)
∞
ι=0 の極限として近似計算される．

ただし，κ > 0であり，Ωn =: (Ωn,1,Ωn,2, . . . ,Ωn,k(s−1))
T

とすると，写像 Pκ,Ωn
: Rk(s−1) → Rk(s−1) は，凸関数 8

κHµ(η− · ) : R → R+ の近接写像 (proximity operator)9:

proxκHµ(η− · ) : R → R : ζ 7→ ζ − κ(ζ − η)

max{|ζ − η|, κ+ µ}

を用いて，

Pκ,Ωn
:


ζ1

ζ2
...

ζk(s−1)

 7→


proxκHµ(Ωn,1 − · )(ζ1)

proxκHµ(Ωn,2 − · )(ζ2)
...

proxκHµ(Ωn,k(s−1) − · )(ζk(s−1))


と定義される．

B 凸最適化問題 (19)の交互方向乗数法による解法

式 (19)の最小解v∗
n(t)は，任意のvn,0(t) ∈ R3, γn,0(t) ∈

Rs−1, ξn,0(t) ∈ Rs−1 から，交互方向乗数法:
vn,ι+1(t) = (lTn (t)ln(t))

−1 lTn (t)(γn,ι(t)− ξn,ι(t))

γn,ι+1(t) = Pκ,ωn(t)(ln(t)vn,ι+1(t) + ξn,ι(t))

ξn,ι+1(t) = ξn,ι(t) + ln(t)vn,ι+1(t)− γn,ι+1(t)

により得られる (vn,ι(t))
∞
ι=0の極限として近似計算される．

ただし，ωn(t) =: (ωn,1(t), ωn,2(t), . . . , ωn,s−1(t))
T とする

8Huber損失関数Hµ(·)をκ倍しη ∈ Rだけシフトした凸関数である．
9下半連続な真凸関数 f : Rn → Rの近接写像は proxf : Rn → Rn :

x 7→ argminy∈Rnf(y) + 1
2
∥x− y∥2 と定義される．

と，写像 Pκ,ωn(t) : Rs−1 → Rs−1 は

Pκ,ωn(t) :


ζ1

ζ2
...

ζs−1

 7→


proxκHµ(ωn,1(t)− · )(ζ1)

proxκHµ(ωn,2(t)− · )(ζ2)
...

proxκHµ(ωn,s−1(t)− · )(ζs−1)


と定義される．
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