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あらまし 高速撮像可能な磁気共鳴画像法 (MRI)として，
圧縮センシングMRI (CS-MRI)が注目を集めている．CS-
MRIでは，MR画像をスパースに表現可能な基底または
フレーム (辞書という)を用いることで，数少ない観測から
高品質なMR画像が再構成される．通常，再構成の際に
は，「観測信号との整合性」と「辞書との整合性」の両方を

考慮した評価関数を最小化するが，2つの整合性項の重み
を，画像や圧縮率に応じて慎重に調節する必要があった．

本稿では，上記 2つの整合性を不等式 (レベル集合)制約
とした最適化問題を構築し，この問題を交互方向乗数法

(ADMM)により解く手法を提案する．数値実験によって，
雑音レベルが一定で辞書が適切に作成されている場合に

は，異なる観測信号に対し同じパラメータ設定を用いても，

提案法は良好な再構成結果を安定して与えることを示す．

1 はじめに

磁気共鳴画像法 (Magnetic Resonance Imaging: MRI) [1],
[2]は強力な磁場を発生させて生体の内部構造を撮像する
医療機器である．X線を利用するコンピュータ断層撮影法
(Computed Tomography: CT) [3], [4]と比べて，MRIには
放射線被曝を伴わないという利点がある．一方で，画像

の離散フーリエ係数を観測するMRIでは，1回の撮像に
20分から 30分程度の時間をかける必要があり，この長い
撮像時間が被験者の大きな負担となるだけでなく，心臓

等の常に動く部位の画質劣化原因ともなっている [5]．
近年，圧縮センシング (Compressed Sensing: CS) [6], [7]

を利用してMRIの撮像時間を短縮する手法が注目されて
いる [5], [8]．圧縮センシングMRI (CS-MRI)と総称される
これらの手法は，一部のフーリエ係数のみを観測すること

で撮像時間を短縮し，ある種の最適化問題を解くことで，

観測した一部のフーリエ係数から画像を再構成している．

MR画像再構成の際に用いる最適化問題として，Lustig
らは「観測信号との整合性」，「離散ウェーブレット変換後

のスパース性」および「隣接画素間の類似性」を考慮に

入れた評価関数の最小化問題を提案した [5]．この手法で
は，圧縮率が 1/3程度の観測においては画像が高精度に

再構成されるが，それより高い圧縮率の観測においては

再構成結果が著しく劣化してしまう問題があった．この

原因として，離散ウェーブレット基底では再構成対象画像

を十分スパースに表現できていないことが挙げられる．

高圧縮率の観測信号からも良好な再構成結果を得るため

に，Chenらは辞書学習を用いる手法を提案した [8]．まず，
事前に時間をかけて撮像した高品質なMR画像を学習用
データとして使い，MR画像をスパースに表現できる基底
またはフレーム (辞書という)を作成する．次に，対象画像
が辞書によりスパースに表現可能なことを考慮した評価

関数を最小化することで，[5]の手法より高精度に画像を
再構成する．しかしながら，良好な再構成結果を得るには，

評価関数内の「観測信号との整合性」と「辞書との整合性」

の重みを画像や圧縮率ごとに適切に設定する必要がある．

本稿では，上記 2つの整合性を不等式 (レベル集合)制約
とした最適化問題を解く再構成手法を提案する．提案法で

は，整合性に関する 2つのパラメータが「雑音の大きさ」
と「辞書によるスパース表現の正確さ」をそのまま表して

いるため，雑音レベルが一定で辞書学習が理想的であれ

ば，画像や圧縮率が異なる場合にもパラメータの最適値は

ほぼ変化しないと考えられえる．また，最適化問題の解法

に交互方向乗数法 (Alternating Direction Method of Multi-
pliers: ADMM) [9]を用いることで，比較的高速に厳密解を
求めることができる．実データを用いた数値実験において，

提案法により，同じパラメータ設定でも，異なる観測信号

から良好な再構成結果が得られることを確認している．

2 数学的準備

実数全体，複素数全体，正の整数全体の集合をそれぞれ

R，C，Nで表す．ボールド体の小文字でベクトルを表し，
大文字で行列を表す．ベクトル x ∈ CN の第 i成分を x[i]

で表し，行列X ∈ CM×N の第 (i, j)成分をX[i, j]で表す．

ベクトル x ∈ CN の ℓ2ノルム ∥ · ∥2と ℓ1ノルム ∥ · ∥1を，
∥x∥2 :=

√∑N
i=1 |x[i]|2，∥x∥1 :=

∑N
i=1 |x[i]| と定義し，

ℓ0擬ノルム ∥x∥0の値をxの非零成分数と定義する．また，

N = GQを満たす正の整数 Gと Qを用い，x ∈ CN の

グループ ℓ1ノルム ∥ · ∥G,Q
1,2 を ∥x∥G,Q

1,2 :=
∑G

i=1∥xgi
∥2 :=∑G

i=1

√∑Q−1
j=0 |x[i+ jG]|2 のように定義する．



2.1 圧縮センシングMRI (CS-MRI)

CS-MRIにおいて，観測信号 y ∈ CN は

y = U(Fx+ ε) = FUx+ εU (1)

と表される．ここで，x ∈ CN はサイズ
√
N ×

√
N のMR

画像，ユニタリ行列 F ∈ CN×N は 2次元離散フーリエ
変換，対角行列 U ∈ {0, 1}N×N はアンダーサンプリング，

ε ∈ CN は雑音を表し，FU := UF かつ εU := Uεである．

また，観測信号 yの圧縮率は 1
N

∑N
k=1 U [k, k]と表される．

CS-MRIにおける「MR画像再構成」とは，式 (1)の yと

FU から xを推定するプロセスのことである．

CS-MRI研究の原点として，Lustigらは凸最適化問題

minimize
x

µ∥FUx− y∥22 + ∥Ψx∥1 + λTV1(x) (2)

を解くことで MR画像を再構成する手法を提案した [5]．
ここで，Ψ ∈ CN×N は離散ウェーブレット変換，TV1は

非等方性全変動 (anisotropic total variation) であり，差分
行列1 ∆ := (∆T

H ,∆T
V )

T ∈ R2N×N を用いて，TV1(x) :=

∥∆x∥1と定義される．µ > 0と λ > 0は評価関数内の各項

の重みを決定するパラメータである．この手法は，圧縮率

が 1/3程度までならばMR画像を高精度に再構成できる．
より高い圧縮率の観測信号からも良好な再構成結果を

得るために，Chenらはパッチベースの辞書を用いる手法
を提案した [8]．まず，事前に時間をかけて撮像した高品質
なMR画像をサイズ

√
n ×

√
nの小さなパッチ zp ∈ Cn

(p = 1, 2, . . . , P )に分割し，NP困難な最適化問題

minimize
D,{cp}

P∑
p=1

∥zp −Dcp∥22 s.t. ∀p ∥cp∥0 ≤ Tc (3)

の近似解として辞書 D̄ ∈ Cn×Kを作成する．ここで，cp ∈
CK はパッチ zp の辞書 D によるスパース表現，Tc ∈ N
は所望のスパースレベルを表す．式 (3)の問題の近似解は
MOD [10]やK-SVD [11]等のアルゴリズムにより求まる．
次に，作成した事前辞書 D̄に基づく凸最適化問題

minimize
x,{ci,j}

[
µ∥FUx− y∥22 + ν

∑
i,j

∥xi,j − D̄ci,j∥22

+
∑
i,j

∥ci,j∥1 + λTV2(x)

]
(4)

を解くことでMR画像を再構成する．ここで，xi,j ∈ Cnは

xの画素 (i, j)が左上端の画素である
√
n ×

√
nのパッチ，

ci,j ∈ CK はパッチ xi,j の辞書 D̄ によるスパース表現，

TV2は等方性全変動 (isotropic total variation)であり，差分
行列を用いて TV2(x) := ∥∆x∥N,2

1,2 と定義される．ν > 0

は辞書との整合性項の重みを決定するパラメータである．

1∆H ∈ {−1, 0, 1}N×N と ∆V ∈ {−1, 0, 1}N×N はそれぞれ水平
方向と垂直方向の差分行列を表しており，右端の画素値と左端の画素値
の差分，および，下端の画素値と上端の画素値の差分も計算している．

2.2 交互方向乗数法 (ADMM)

以下の凸最適化問題を考える．

minimize
x∈CN, z∈CM

f(x) + g(z) s.t. z = Lx. (5)

ここで，f : CN → R ∪ {∞}と g : CM → R ∪ {∞}は
下半連続な真凸関数2であり，L ∈ CM×Nである．3 ADMM
[9]は任意の初期値 (z(0), ξ(0)) ∈ CM × CM から

x(t+1) = argmin
x∈CN

f(x) +
1

2γ
∥z(t) − Lx− ξ(t)∥22

z(t+1) = proxγg(Lx
(t+1) + ξ(t))

ξ(t+1) = ξ(t) + Lx(t+1) − z(t+1)

(6)

を計算し，式 (5)の問題の解を逐次近似するアルゴリズム
である．proxγg : CM → CM は真凸関数 γg の近接写像

(proximity operator)であり，任意の実数 γ > 0に対して，

proxγg(z) := argmin
y∈CM

g(y) +
1

2γ
∥y − z∥22.

のように定義される．4

例えば gが ℓ1ノルムであるとき，g(y)+ 1
2γ ∥y−z∥22 =∑M

i=1(|z[i]|+
1
2γ |y[i]− z[i]|2)となり各成分ごとの計算に

分離できる．したがって，凸関数 γ| · |の近接写像

proxγ|·|(z[i]) =


|z[i]| − γ

|z[i]|
z[i] if |z[i]| > γ,

0 if |z[i]| ≤ γ,
(7)

を用いることで

proxγ∥·∥1
(z) =


proxγ|·|(z[1])

proxγ|·|(z[2])
...

proxγ|·|(z[M ])


が計算される．同様に，gがグループ ℓ1ノルムであるとき，

g(y) + 1
2γ ∥y − z∥22 =

∑G
i=1(∥ygi∥2 + 1

2γ ∥ygi
− zgi∥22)と

なり各グループごとの計算に分離できる．したがって，凸

関数 γ∥ · ∥2 の近接写像

proxγ∥·∥2
(zgi

) =


∥zgi

∥2 − γ

∥zgi∥2
zgi

if ∥zgi
∥2 > γ,

0 if ∥zgi
∥2 ≤ γ,

(8)

を用いることで proxγ∥·∥G,Q
1,2

(z)が計算される．その他の

凸関数の近接写像に関しては，[12]などを参照されたい．

2任意の α ∈ R に対して，関数 f : CN → R ∪ {∞} のレベル集合
lev≤α(f) := {x ∈ CN | f(x) ≤ α}が閉集合となるとき，f は下半連続
であるという．また，f が dom(f) := {x ∈ CN | f(x) < ∞} ̸= ∅ を
満たし,任意の x,y ∈ CN と λ ∈ (0, 1)に対して，f(λx+(1−λ)y) ≤
λf(x) + (1− λ)f(y) を満たすとき，f は真凸関数であるという．

3行列 LHL の逆行列 (LHL)−1 が存在すると仮定している．
4写像先 (最小解) の存在性および一意性は，第 2 項 1

2γ
∥ · − z∥22 の

狭義凸性により保証される．



3 パラメータ設定に頑健なMR画像再構成

3.1 レベル集合制約を用いた最適化問題

式 (2)や式 (4)の最適化問題では，良好な再構成結果が
得られるように，パラメータ µ，ν，λの値を慎重に調節

する必要がある．しかしながら，各パラメータの最適値は

対象画像や圧縮率に応じて変わるため，同一のパラメータ

設定では，異なる観測信号から良好な再構成結果を安定

して得ることは困難である．そこで本研究では，2 つの
整合性項を不等式 (レベル集合)制約とした凸最適化問題

minimize
x,{ci,j}

∑
i,j

∥ci,j∥1 + λTVl(x)

s.t. ∥FUx− y∥2 ≤ ϵ and ∀i, j ∥xi,j − D̄ci,j∥2 ≤ δ (9)

を解くことによりMR画像を再構成する手法を提案する．
ここで，l = 1または l = 2，ϵ ≥ 0かつ δ ≥ 0である.
整合性に関する 2つのパラメータ ϵ，δはそれぞれ「雑音

の大きさ」と「辞書によるスパース表現の正確さ」を表し，

雑音レベルが一定かつ辞書がMR画像を適切に表現できる
ならば，パラメータの最適値は対象画像や圧縮率に大きく

依存しないことが期待される．また，式 (2)や式 (4)は式 (9)
の問題のラグランジュ関数の特殊例とも解釈できる．5

3.2 ADMMによる解法

式 (9)の問題は，以下の凸最適化問題と等価である．6

minimize
x,c,α,β,u,v

ιϵ(x) + ∥α∥1 + λ∥β∥N,2
1,2 +

∑
i,j

ιδ(ui,j ,vi,j)

s.t. α = c, β =∆x, ∀i, j ui,j = Ri,jx and vi,j = D̄ci,j .
(10)

ここで，ιϵ と ιδ はレベル集合の指示関数，すなわち，

ιϵ(x) :=

{
0 if ∥UFx− y∥2 ≤ ϵ,

∞ if ∥UFx− y∥2 > ϵ,

かつ

ιδ(u,v) :=

{
0 if ∥u− v∥2 ≤ δ,

∞ if ∥u− v∥2 > δ,

である．Ri,j ∈ {0, 1}n×Nはパッチ抽出行列であり，xi,j =

Ri,jxを満たす．また，ベクトル c，α，u，vはそれぞれ，

ci,j，αi,j，ui,j，vi,jを連結してできるベクトルである.
式 (5)の関数 fと gを f(x, c) := ιϵ(x)，g(α,β,u,v) :=

∥α∥1 + λ∥β∥N,2
1,2 +

∑
i,j ιδ(ui,j ,vi,j)として，ADMMに

よる解法を導出する．まず，式 (6) の 1 行目に関して，
MR画像 xはフーリエ係数 x̂ := Fxを通して更新される．

s(t) := F

(
∆T (β(t) − ξ

(t)
β ) +

∑
i,j

RT
i,j(u

(t)
i,j − ξ(t)ui,j

)

)
5パッチを画像全体 (つまり xi,j = x) とし，δ = 0 かつ D̄ = Ψ−1

とすれば式 (2) が導出される．また，辞書との整合性 ∥xi,j − D̄ci,j∥2
に関するラグランジュ乗数の値を全て等しくすれば式 (4)が導出される．

6ここでは l = 2 としている．l = 1 の場合は λ∥β∥1 とすればよい．

と定義すると，∥U(∆̂ + mIN )−1s(t) − y∥2 ≤ ϵ のとき，

x̂(t+1) = (∆̂+mIN )−1s(t)のように更新される．ここで，

∆̂ := F∆T∆FH ∈ RN×N は対角行列，IN ∈ RN×N は

N 次の単位行列，m ∈ Nは各画素がパッチに用いられる
回数7である．∥U(∆̂ +mIN )−1s(t) − y∥2 > ϵのときは，

x̂(t+1)[k] =


s(t)[k]

∆̂[k, k] +m
if U [k, k] = 0,

s(t)[k] + ζ(t)y[k]

∆̂[k, k] +m+ ζ(t)
if U [k, k] = 1,

(11)

のように更新される．式 (11)内の ζ(t) > 0は∑
k s.t. U [k, k]=1

∣∣∣∣s(t)[k]− (∆̂[k, k] +m)y[k]

∆̂[k, k] +m+ ζ(t)

∣∣∣∣2 = ϵ2

を満たす値8であり，特に ϵ = 0のときは，ζ(t) = ∞から
U [k, k] = 1を満たす kに対して，x̂(t+1)[k] = y[k]となる．

x̂の更新後，MR画像は x(t+1) = FH x̂(t+1)によって計算

される．スパース表現 cは各パッチの表現 ci,jごとに，

c
(t+1)
i,j = (IK + D̄HD̄)−1

(
α

(t)
i,j −ξ(t)αi,j

+ D̄H(v
(t)
i,j −ξ(t)vi,j )

)
(12)

のように更新される．9

次に，式 (6)の 2行目に関して，αと βは{
α(t+1) = proxγ∥·∥1

(c(t+1) + ξ(t)α )

β(t+1) = proxγλ∥·∥N,2
1,2

(∆x(t+1) + ξ
(t)
β )

(13)

のように更新される (計算には式 (7)，(8)を用いる)．また，
uと v は，e

(t)
i,j := ∥x(t+1)

i,j + ξ(t)ui,j
− (D̄c

(t+1)
i,j + ξ(t)vi,j

)∥2
を定義すると，e

(t)
i,j ≤ δのとき，u

(t+1)
i,j = x

(t+1)
i,j + ξ(t)ui,j

，

v
(t+1)
i,j = D̄c

(t+1)
i,j + ξ(t)vi,j と更新され，e

(t)
i,j > δのときは，

u
(t+1)
i,j =

e
(t)
i,j+δ

2e
(t)
i,j

(x
(t+1)
i,j +ξ(t)ui,j

)+
e
(t)
i,j−δ

2e
(t)
i,j

(D̄c
(t+1)
i,j +ξ(t)vi,j )

v
(t+1)
i,j =

e
(t)
i,j−δ

2e
(t)
i,j

(x
(t+1)
i,j +ξ(t)ui,j

)+
e
(t)
i,j+δ

2e
(t)
i,j

(D̄c
(t+1)
i,j +ξ(t)vi,j )

(14)
と更新される．

最後に，式 (6)の 3行目に相当する部分として，

ξ(t+1)
α = ξ(t)α + c(t+1) −α(t+1)

ξ
(t+1)
β = ξ

(t)
β +∆x(t+1) − β(t+1)

ξ(t+1)
ui,j

= ξ(t)ui,j
+ x

(t+1)
i,j − u

(t+1)
i,j

ξ(t+1)
vi,j = ξ(t)vi,j +Dc

(t+1)
i,j − v

(t+1)
i,j

(15)

を計算する．式 (11)–(15)の演算を収束条件が満たされる
まで繰り返すことで，式 (10)の問題の最適解を求める．

7差分値の計算と同様に，右端の画素と左端の画素，または，下端の
画素と上端の画素を繋げて作られるパッチも考慮している．

8例えば，ニュートン法などにより ζ(t) が高速に求まると考えられる．
9実際には，レベル集合への収束速度向上のために，s(t)，x̂(t+1)，

c
(t+1)
i,j の計算時に，RT

i,j(u
(t)
i,j −ξ

(t)
ui,j

)，m，D̄HD̄，D̄H(v
(t)
i,j −ξ

(t)
vi,j )

の値をそれぞれ η ∈ N 倍するとよい (数値実験では，η = 20 とした)．



表 1: シミュレーション結果
圧縮率 /画像 No. 10 20 30 40 50 平均値

1/4
提案法 34.27 [dB] 33.65 [dB] 29.53 [dB] 31.15 [dB] 31.10 [dB] 31.94 [dB]

従来法 32.83 [dB] 33.26 [dB] 28.26 [dB] 30.38 [dB] 31.14 [dB] 31.17 [dB]

1/5
提案法 34.22 [dB] 34.12 [dB] 31.18 [dB] 29.27 [dB] 30.41 [dB] 31.84 [dB]

従来法 31.95 [dB] 30.94 [dB] 28.14 [dB] 24.47 [dB] 25.65 [dB] 28.23 [dB]

1/6
提案法 31.28 [dB] 32.83 [dB] 28.99 [dB] 29.06 [dB] 29.71 [dB] 30.37 [dB]

従来法 30.70 [dB] 31.02 [dB] 27.17 [dB] 28.37 [dB] 28.81 [dB] 29.21 [dB]

平均値
提案法 33.26 [dB] 33.53 [dB] 29.90 [dB] 29.83 [dB] 30.41 [dB] 31.38 [dB]

従来法 31.83 [dB] 31.74 [dB] 27.86 [dB] 27.74 [dB] 28.53 [dB] 29.54 [dB]

4 シミュレーション

GE Healthcare UK社製MRI装置「SignaHDxt 1.5T」で
得られた健常な 20代男性の頭部画像をシミュレーション
に用いた．まず，TR = 12.4 [ms]，TE = 5.2 [ms]，FOV =

240 [mm]× 240 [mm]，Gap = 0，Thickness = 1 [mm]に

設定し，8ch Brain Coilを使用して頭部を 156枚撮像した．
次に，90番目の画像から 4×4の学習用パッチ zp ∈ C16を

生成し，Tc = 4としてMOD [10]により辞書 D̄ ∈ C16×256

を作成した．最後に，式 (9)の問題 (提案法)と式 (4)の問題

(従来法 [8])を解き，10，20，30，40，50番目の画像を圧縮率
1/4，1/5，1/6の観測から再構成し，結果をPSNRによって
評価した．提案法と従来法のパラメータは，圧縮率 1/4の

とき 50番目の画像が良好に再構成されるように設定した．

シミュレーション結果を表 1に示す．圧縮率 1/4 (マスク
は図1(d))のとき，50番目の画像 (図1(a))に対しては，提案
法 (図 1(b))と従来法 (図 1(e))のどちらのパラメータも適切
に設定されているため PSNRや推定誤差 (図 1(c)，図 1(f))
の値はほぼ同じであるが，50番目以外の画像に対しては，
提案法による再構成結果のほうが平均で 0.97 [dB] 高い

PSNR値を示している．また，圧縮率 1/5 (マスクは図 2(a))
や 1/6 (マスクは図 4(a))のときに同一のパラメータ設定を
用いた場合にも，提案法のほうが高精度に再構成できて

いることが分かる．特に，圧縮率 1/5のときの結果 (図 2，
図 3)の差が著しく，例えば 40番目の画像 (図 3(a))では，
従来法 (図 3(e))による PSNR値が 24.47 [dB]であるのに

対して，提案法 (図 3(b))の値は 29.27 [dB]であり，4.8 [dB]

もの改善が確認できる．このように，提案法では，従来

見られた画像や圧縮率の変化に伴う急激な結果の変動が

無くなり，良好な再構成結果が安定して得られている．

5 おわりに

評価関数の一部に用いられていた「観測信号との整合

性」と「辞書との整合性」を新たにレベル集合制約とした

凸最適化問題を解くことで，パラメータ設定に頑健なMR
画像再構成を実現した．数値実験によって，画像や圧縮率

の異なる観測信号に対し同一のパラメータ設定を用いても，

提案法が良好な再構成結果を安定して与えることを示した．
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図 1: 圧縮率 1/4における 50番目のMR画像の再構成結果
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図 2: 圧縮率 1/5における 50番目のMR画像の再構成結果
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図 3: 圧縮率 1/5における 40番目のMR画像の再構成結果
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図 4: 圧縮率 1/6における 50番目のMR画像の再構成結果


